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Ⅰ  : ドリフト分岐と進行波解



反応拡散型モデル方程式系
Reaction-diffusion systems
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の時間 t, 及び空間 x に関する依存性を調べる．
Dependence on time t, space x

パターン形成のメカニズム
Mechanism of pattern formation
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様々な現象と反応拡散モデル方程式
Various reaction-diffusion model systems
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・BZ reaction, Keener-Tyson model

・燃焼方程式 (combustion model)
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・結晶成⾧,Phase-Field model (Kobayashi)
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• 形態形成Gierer-Meinhardt model
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Regeneration of hydra

f (p, T) == p(l -p)(p -a(T)) 

附= d山— u 十~'p-1 r 
t > 0, X E 0, p > 1, 0 <―<―  
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Ecology of Hydra
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・nerve impulse,FitzHugh-Nagumo model

Traveling solution
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Reaction-diffusion systems
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パルス状局在解 (pulse like localized solutions)
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Ex.神経パルス, FitzHugh-Nagumo model

Stable Traveling pulse 
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進行波
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Ex.  Gierer-Meinhardt model
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Pulse-like localized Spike solutions

1D
stationary

2D
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Spike solution of Gierer-Meinhardt

Stationary spike solution in
(Radially symmetric)

(E. Wei 02)
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Ex.  Gray-Scott model
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Spike solution of Gray-Scott model

u 成分 v 成分

Stationary solution in
( Wei 01)
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Reaction-diffusion systems
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パルス状局在解 (pulse like localized solutions)
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進行パルスの分岐: ドリフト分岐
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;ck k 分岐点 (ドリフト分岐点)k
ck

Traveling pulses

Standing pulses

方程式にパラメータ k を導入

定常解 (偶関数と仮定)
進行波解

八



ドリフト分岐の例
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進行パルス

li. fl 

-
3
i
 ̀
J ＇ ̀＇ ’̀i
 

-

q
 

-
』
-r

.
¥
 

,

J

-

P
●
 

E
 

，
 

A
l
p
--
I3
A
 

d1 1, d2 d
 

o.o 2.5 s.o 7 .5 d 

---------------------,-----------

do,i drn d 

(a) (b) 



1

2
1

2

3
1 2

( , , ),

, 0, ,

( , , ) .

t

t

t

u u f u v w

v v u v h t x

w d w u w h

f u v w ru u k v k w

  



   
        
     

   

R

Kawaguchi-Mimura Model 98

1 2

1 2

0 .1, 0 .0 4 , 1 .5, 1 .0 , 5 .0 ,

1 .0 , 0 .8 , 0 .0 1, 7 .0

r k k

h h d

 


    
   

k
ck

｀ 

.,., 

.,., 
・ヽ．，

u
 

＞
 

w 



ドリフト分岐点の構造
-ジョルダンブロック型退化-

例:
退化: 
0 固有値を持つこと

(実部 0 の固有値を持つこと)

ジョルダンブロック型:

半単純:
単純:

固有方程式

L=( >~)
入2== 0 

剌=(~) ' L~。= 0, dimKerL = 1 KerL2~KerL 
ョ侶 s.t.L<P1 = <P。
Kerび=KerL
dimKerL = dimKerL三 l



進行パルスの分岐

;ck k 分岐点 (ドリフト分岐点)

k
ck

Traveling pulses
Standing pulse S(x), even

方程式にパラメータ k を導入

線形化作用素

平行移動の自由度
退化 ?

命題: 0 が単純固有値
なら kc は分岐点でな
い

L

Ut =D洸U+ F(U; k), -ooく X< +oo 
UE良N,D == diag{d1, ・ ・ ・, dN} 

二
八

L=D尻+F'(S(x); kc) 

Ut == DUxx + F(U) + 77G(U) (== F(U; kc+ 77)) 

==£(U) + 77G(U) 

£(S(x)) == 0⇒ £'(S(x))ふ==0⇒ LSx == 0 



単純固有値である場合の命題
平行移動の自由度

命題. 0 が L の単純固有値で

ならば初期値が S(x) に十分近い

の解 U(t,x) に対して, ある b があって

となる．

C


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S(x) は線形安定, という

LSx == 0 

び(L)==び1U {O}, び1C {Re(入）＜ーI<0} 

一

Ut == na;u + F(U), -CX) < X < +oo 

IU(t,x) -S(x -b)I→ 0 (t→ oo) 



Dynamics of pulses near singularity
• Properties of the linearized operator L
1. L has always the zero eigenvalue

2. L has another singularity
• Jordan Block (odd)

• Another zero eigenfunctions
(symmetric, even) 

• Hopf point (symmetric, even)
• ・・・・・

Center Manifold Theory

( )x yLS LS 0 0

1 2( )x yL S L S    

jL  0

1 2 2 1, ( 0)L L       

u ~ S(x -p) + L研 j(X-p) 
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Jordan Block (1D case)
( bifurcation diagram)

Traveling pulses
Standing pulses

E., Mimura,Nagayama 01
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Construction of traveling pulses

Assume:

Let

C


1

Ut = D肛+F(u) + rJg(u) (= F(uふ+rJ)) 

— L(u) + rJg(u) X ==び(Rり

＊ヨS(x)s.t. £(S(x))三 0

*L==L'(S), LSx ==0, Lヨ7/J== -Sx 

* O"(L) ==び1U {O}, び1C {Re(入）＜ーry< 0} 
1 

Q == 21ri l (入 -L)―ld入， R==ld-Q L=D尻+F'(S(x)) 

* QX == Kerび ==span{Sx,1/J}==E RX==E上

REM. QX  = span{ふ｝ ⇒S (x); stable in linearized sense. 
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M :== {S(・-p) ; V p E R1} 

dist(u, M) < 6⇒ ヨP,q E Rl'ヨwE EJ_ 
s.t. u == S(x -p) + q?jJ(x -p) + w(x -p) 

For u nbd. of M, u ⇔ (p, q'w) E R X R X El_ 

Theorem (c.f. E. Wei'02) 

＝凡(q,w) + ryG 1 (q, w) , 

初 =£(u)+ ryg(u) 仁⇒ - H2(q,w)+TJG2(q, 切），

- Lw+H孔q,w) + ryG孔q,w) 

ヨLocalyattractive invariant manifold, 

w == a(q; TJ) : → El_ s.t. llallw ::; O(q2 + ITJI) (xw~ び(R))

u(t,x) == S(x -p) + q心(x-p) + a(q; TJ)(x -p) 
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Dynamics of q
Ut == Duxx + F(u) + 77g(u) (== F(u; kc+ 77)) 

— £(u) + 77g(u) 

~ 

L ==£'(S), LSx == 0, Lョ1/J== -Sx 

< lj/ ,Sx >=< lj/ ,lj/* >= 0,< Sx,lf/* >= 1, 
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2 2( )q O q   

n 
ーゅBx十りゆー少q位X+ 2qり~-q2ゅ~x ―りP(x ― Pvx+ Vt 
= Lv tq2L~+ りL〈 -qSx 十りg(S)+らq2F" (S)1μ2 +りqg'(S)かtO(り2t q3) 
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2 2( )p q O q    
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In E 
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In E 

-p芯＋砂ー加応+2q恢一q2pらX -ryp心 — P叩十 Vt

llvllw三O(q2+ ITJI) 
== Lv + q2駿+rJ仄ーかふ+ryg(S) +ら叶F"(S)厨+ryqg'(S)心+O(ry2 + qり

lrnl ::; O(lql3 + lr,1312) f 
O(q2 + TJ2)Sx +り心一q2心x+ qO(q2 + TJり心X + 2qり:
-q応+q20(q2 + T/2応— T}q心十 TJ0(q2 + TJりふ— q叩十 Vt
== Lv + q2{L~+ らF"(S) 'l/J2 }+ TJ{L(+ g(S)} + O(lql3 + ITJl312) 

＇ -q2心x+ Vt == Lv + q2 { L~+ 吾F"(S)心2}+ TJ{L(+ g(S)} + O(lql3 + ITJl312) 

D 
初==Lv + 0(lql3 + IT/13/2) 
こ

V == O(lql3 + ITJl312) 
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2 ''( ) '( ) , *xM F S g S      

加+qO(q2 + Tlり叫+2qり(-喜— T/Qふ十 Vt
== Lv十祈{F" (S)岐 +½F"'(S)臼}+ rJq{F"(S)パ+g'(S)心}+ 0(が+ITJl3;2) 

F(S - ↑ 

S) + F'(S) (q1/J~t~+71() +½F" (S) (q1/J~; 炉叫F"'(S)
＝．．．十a31E" (B1可 _}F"'(S)~ 屈｝十りqF"(S)劾 +o(q4 + ITJl3;2) 

ryg(S + q心＋・・・)= ryg(S) + nqg'~ + 0(が+1"713/2) 

〈.'<p*〉

I {j=-M1が+M217q+O(が+r/12)1



不変多様体の存在
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ヨLocalyattractive invariant manifold, 

w == O"(q; TJ) : → RX s.t. IIO"llw三0(が+ITJl3;2) 
U(t,x) == S(x -p) + q炉(X-p) + q2 ((X -p) + TJ〈(x-p) + a(q; TJ)(x -p) 

q == -Mlq3 + M21Jq + 0(が+173/2) 



進行パルスの分岐

;ck k 分岐点 (ドリフト分岐点)

k
ck

Traveling pulses
Standing pulse S(x), even

方程式にパラメータ k を導入

線形化作用素

平行移動の自由度

命題: 0 が単純固有値
なら kc は分岐点でな
い

L
0,x xLS L S  

Jordan Block型縮退

Ut =D洸U+ F(U; k), -ooく X< +oo 
UE良N,D == diag{d1, ・ ・ ・, dN} 

二
八

L=D尻+F'(S(x); kc) 

Ut == DUxx + F(U) + 77G(U) (== F(U; kc+ 77)) 

==£(U) + 77G(U) 

£(S(x)) == 0⇒ £'(S(x))ふ==0⇒ LSx == 0 
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Super-critical分岐
超臨界分岐

Sub-critical 分岐
劣臨界分岐

安定平衡点

不安定平衡点

※        の符号はパラメータ k の方向を決める

M1,M2>0⇒ 
． 
゜M1 < 0, M2 > 0⇒ 

M2 

TJ < 0 TJ > 0 
八
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Example of Drift Bifurcation

参考文献

E.,Ikeda, Kawana 08

3
1 2q M q M q  

p q

+1

0
c

{ ET叫＝召Uxx+f(u,v),
叫=dvxx+g(u,v), 

t > 0, x ER. 

1 1 
f(u,v) = u(l -u)(u--v --), g(u,v) = u -v, 

2 2 CJ== -Mlが+M21Jq
c
 M四c=.I- — 

M1 

〇|
c=O , ••••••••••••• ← 
--c(E) 

恥＝喜+O(E)> 0, M2 = -~+O(E+ lrll) < 0 

1 
T(c) =To+ O(c) = + O(c) 

"t 4亭

T==T(c)+TJ 

c=—亨o~c+l

参考文献 T/ < 0 T/ > 0 



係数の計算方法
3

1

1
''( ) '''( ) , *

6xM F S F S        

2 ''( ) '( ) , *xM F S g S       ; 0= ( )L g S 

22 1
; ''( )

2x L F Sq     

3
1 2q M q M q  

池田: 特異摂動により臨界固有値を計算できる

p q

自明解の臨界固有値 ～
分岐解の構成 ～ の決定



2D case drift bifurcation
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2次元のドリフト分岐

( , )x yLS LS 0 0

( ; )t D k  u u F u

k
ck

S(x)

球対称性を仮定

dim Ker L = 2 半単純性

-＿

r
i
 

一

ー

＝~

~

L. 

．
 

＇」一

一
t

，
 

ー
三

Kerび==KerL 



半単純固有値である場合の命題
平行移動の自由度

命題. 0 が L の半単純固有値で

ならば初期値が S(x) に十分近い

の解 U(t,x,y) に対して, ある b∈R2 があって

となる．

C


1

S(x) は線形安定, という

LSx == 0, L均==0 

び(L)==び1U {O}, び1C {Re(入）＜ーI<0} 
X == (X, y) E R2 

Ut == D△ U + F(U), (x, y) E R2 

IU(t,x) -S(x -b)I→ 0 (t→ oo) 

一



Assume Jordan Block E., Mimura,Nagayama 02

1 2,x yL S L S      ( , )x yLS LS 0 0

Construction of a traveling 
spot

(as the bifurcating solution)

( )S x ;radially symmetric

( ) (| | )S x x 0

; stationary solution of 

S(x)

柘== D△ u + F(u; kc + T/ == D△ u + Fc(u) + TJG(u) 
- Lc(u) + 71G(u) x = (x,y) E R2, u E RN  

Lc(S(x)) = 0 初 =L(u;k)
L ==£~(S) == D△ + F~(S(x)) 

7
 



Assumptions
1) The speturum of  L

0 1 0 1 0( ) , {0} {Re }L z          
Q, R; Projections of  

0 1, 

1 22) { , , , }x yQX span S S  

1 2,x yL S L S    

( , )x yLS LS 0 0

C

1

L*¢i == 0, £¢; == 0, L*心『＝ー¢i'L*1/J; == -¢; 



Theorem[12]

Proof:  construct an exponentially 
attractive invariant manifold

3
3 2

4 2

(| | | | ),

( ) (| | | | )

P O

W O





  

   ς

ς ς

ς ς ς





as long as 2| | *, | | *, P     ς R , where

P

ς
P

S(x - P)

u(t,x)==S(尤-P) + (1心1(x-P) + (2ゅ2(x-P) + 0(1(12 + ITJI) 

7
 

1 1 
x == (x, y), (== ((1, (2), W(() == -M叶,,4+ -M2rJl(l2 

4 2 

M == {S(x -P) +〈1 1/J1(x-P)t 這心— P)+ヨ a(い）(x -P); 
く＜ぐ，171くが，PER汀



Rem:

E..1=={v; 〈v,¢; 五＝〈v,い］ 五==0 (j == 1, 2) } 

〈釘屑〉2 聞 ＝—{~ 〈Ft(S(r))吋，叫〉2+〈Ft(S(r))釘V置〉2+〈いバ〉2}

〈いr,の『〉2M2= -{〈 G'(S(r))ゆぃゆi五＋〈Ft(S(r))心1V2, のi五＋〈 8xV2,ゆi五｝

Vi, V2 E E..1 
1 

-LV1 = -F2(S(r))ゅr+ ax1釘， ―LV2= G(S(r)) 
2 

LSx == 0, LSy == 0, Lrl/J1 == -Bx, L心2== -Sy 

L*c/>i == 0, £*¢; == 0, L*い『＝ーc/>i,L*ゅ；＝ー¢;
釘(X,y) = ":J 1P (r) COS 0, む(x,y) =心(r)sin 0 

</>i(x, y) =ョの*(r) COS 0, <P2 (X, Y) =少*(r) sin 0 

ゅ；(x, y) =ヨゆ*(r) cos 0, ゅ；(x, y) =ゆ*(r) sin 0 



Roles of 
( ; ) ( ) ( )

( ) ( ) , ,

t c

N

kD D g

g x

 



      

   2

u u F u u F u u

u u R u RL

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ),t x S x P x P x P       u

1 2( , ) ς

•Velocity of spot
•Deformation of spot from 

radial symmetry
P

ς
P

S(x - P)
(radial)

,

( ),

P

W

 
   ς

ς

ς ς



 7
 



Dynamics of solutions

0 

||

W()

1 2, 0M M  

||

W()

k
ck

ck k  

4 2
1 2

1 1
( ) | | | |

4 2
W M M  ς ς ς

,

( ),

P

W

 
   ς

ς

ς ς





0 

Super-critical bifurcation

2M四

M1 
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II : ドリフト分岐が生じる具体例
Proof of Drift bifurcation

-Monograph- Springer 2025

文献

Tomoyuki Miyaji, Shin-Ichiro Ei 
Masayasu Mimura 

A Billiard Problem in Nonlinear 

Dissipative Systems 

Ma団:h29. 2025 

Springer 



II : ドリフト分岐が生じる具体例
Proof of Drift bifurcation

by Chen, E, Mimura 2009

Camphor motion

English version

7 樟脳片の運動

ドリフト分岐が起きている例は数値的には多くのモデル方程式で観

察されている．しかし数学的に厳密に示された例は殆どない.[17]. [1] 
は数少ない厳密に示された例である [17]のフロント解のドリフト分岐を
示しているがこの章ではスポット解に注目するために文献[1]にもとづ

いて結果の紹介を行う．前章で速度の遅い進行パルスはドリフト分岐点

の近傍で捉えられることを示した．しかし，実際にドリフト分岐が起きて

いることをモデル方程式において厳密に示すのは難しく ．数値的に確認

されている結果が殆どである．それに対して｀樟脳円板のモデルではドリ

フト分岐が起きていることが[1]において厳密に示された．樟脳円板の数
理モデルはドリフト分岐を厳密に示すことができた数少ない例の一つと

なっている．



Moving boundary (MB) model for camphor disk

water

air

・P

Chen, E, Mimura 2009

First rigorous result 
for drift bifurcation and 2D reflection

k
ck

MB model which can be rigorously treated.

文献[1]

亨 !!!!. ii
dP-dtut 
｛
 

j 'Y(u)ndl, 
8S1c 

△ u-u+f(x,P), 
J(x,P) = {岱＇

ロ
妙

XE豆，
XE D¥瓦，

NC 

却 id



Experiment for camphor disk
By Kanda (02, Hiroshima Univ.)

k
ck

= 1/(content rate of camphor)

Recorded by the video camera 
at A and monitored by the 
display at B to produce a 

movie.

A trajectory of a camphor
disk of an experiment

Camphor disk problem  is 
a nice example both from
models and phenomena !

” 
妙

二二
t=9 

二
t=12 

t=15 

円板樟脳の観察2(純度の高いとき）

口

§ 

八
＿



7.1 樟脳円板の数理モデルと定常スポット解

文献(24,25]によい解説があるので参照されたい．

樟脳片が完全な円板 B(P,ro) := {Ix -Pl ~ro} として

｛誓=/3 J.B(P,r,) r(c)nd 
Ct = d△ c -ac + F(c)XB(P,ro) 

(7.1) 

が提案されており，movingboundary (MB)モデルと呼ばれているここ

で cは水面に溶けた樟脳分子の浜度，f(c)は溶けた樟脳分子 cが表面張

力に関わる関数であり，一般に cに関して単調減少が仮定される.nは

8B(P,ro)上の外向き単位法線ベク トルであるまた F(c)は枠脳円板か

ら水面に供給される樟脳分子の量を表しており，これも一般に非負の単調

減少関数が採用される．多くの場合定数関数 F(c)= ao > 0が使われ
る．

仮定：

1) r(c) > 0, r'(c) < 0 for C > 0. 

2) F(c) > 0, F'(c) :S O for c > 0. 

以下，(7.1)を全平面上炉で考えることにする．

(7.1 ) は Heaviside 関数 H(~) (H (~) = 0 for~ < 0 and H (~) = 1 for 
~ > 0)を用いて

(7.2) { 誓 ~ /3!.Bo I'(c(P + x))nd 
Ct. = d△ c -ac + F(c)H(ro -Ix -Pl) 



と表されることに注意しておく ．ここでB。:= B(O,ro)である．
(7.2)において.y =エーP(t).u(t, y) = c(t, P(t) + y)とすると第2

項が

叫 =d△u-au+ (P. ▽u〉+F(u)H(ro -lyl) 

となることから、結局

(7.3) Ut = d△ u-ou+(/3 l姻 r(u)nds,▽u〉+F(u)H(ro -IYI) 
のみを考えればP(t)は

dP 
＝ 
dt 
/3 J r(u(t、.i・))nd
8Bo 

によって与えられることになる．

(7.3)における球対称な定常スポット解を構成する．定常解を S(r)= 
S(lyl)とおけば(7.3)より

(?.4) { d(S., + ~S,) -oS + F(S)H(r0 -r)~ 0. r > 0, 

ふ(0)= 0, S(oo) = O 

となる． 定常解より F=Oであることに注意しておく．
以下.(7.4)の解 S(r)が存在するとしてその安定性を澗べていくが． 実

際.F=ao(定数）など，Fが具体的に与えられれば解くことができる．

S(r)の安定性を調べるために (7.3)において.S(r)に関する線形化作

麟 Lを考えると

L</> = { d△ -oげ (S)H(ro-lyl)}</> +〈[3r'(S(ro))▽s,f如ds〉
8恥

となる．



今， V = (v1心） = {3r'(S(ro)) j <f>ndsとおくと，固有値問題 L</>=掃
は 函

{ v ~ 餌'(S(ro))J. 恥 efmds.
{d△ -n + F1(S)H(ro -l yl) — 入} ¢,=ー(v,▽S〉

(7.5) 

となる.F' ~ 0 より 上記第 2 式左辺は入 ¢(-oo.-o]に対して逆写像

をもつから，与えられた vに対して一意の解 ¢が存在するまた極座

標 y= (rcos0.rsin0)に対して 右辺 (V.▽S〉=(町cos0 + v2 sin 0)Sr 

より｀
</>(r.0) =ゆ(r)(v1cos0+v2sin0) 

とおいて (7.5)第2式に代入すると．

(7.6) 

となる． ここで

{ (Ln — 入）ゆ＝ーS,, r > 0 
枇(0)=ゆ(oo)= 0 

1 1 
LR:= d(虎＋ーar--) + F'(S(r))H(ro -r) -a 

r r2 

である．加は球対称関数から成る空間 L食(Rりにおいて、入</.(-oo. -a] 

に対して逆像が存在するから，(7.5)より ゆ＝一(Lnー入）→Sr~ 0 として
解く ことができる． ゆ(r:入）：＝一{ (Ln — 入）ー 1ふ}(r) とする．この い(r;,¥) 

に対して</>(r,0; 入）＝ゆ(r:..¥)(切cos0十 1-12sin 0)を(7.5)第 1式に代入す
ると

v = {3r1(S(ro))・1TTQゆ(ro;入）v

となる ． 以上より r' ~ o に注意すると 、次の補題を得る ．



Lemma 7.1. 入ff:(-oo. -a]が Lの同有値であるのは

1 
一心(ro:入）=b:= ー＇ー ・ー・ ・・・

が成り立つときかつそのときに限る．

Lemma 7.2. Lのすべての同有値は実数である．

Proof. L沿(Rり における内租 ⑯心〉fl:= 21r J由 (r)面(r)占 に
゜対して伍は負定値であることに注意しておく．また (7.4)の第1式を r

で徴分することにより．

伍 Sr= F(S(ro))妬

となる．ここで Or0(r):= o(ro -r)はr=r。にサポートをもつディラッ

ク関数である.(7.6)の両辺と 心およびふとの内積をとるが

(Lilゆ，Sr〉fl=〈ゆ，Lnふ〉，1= 21rrov;(ro; 入）F(S(ro)) 

に注意して

入IIゆII危=(Ln心.VJ〉R+ (Sr, ゆ〉R

および

入（ゆ、Sr〉R= (Lnゆ.Sr〉n+IISrll沿=21rr0ゆ(ro:入）F(S(ro)) + IISrll危

を得る．よって

(7.7) I入1211ゆII沿 = °X(Ln也ル〉R+°X〈Sr,1/J〉R
= °X (Ln也ル〉n+ 21rroゆ(ro;入）F(S(ro)) + IISrll危

となるが，(Ln炒ル〉R は負の実数で，心(ro;入)=-bは実数であるから.).

も実数でなければない • 



Lemma 7.3. Lのスペクトルを a(L)とすると

a(L) = (-oo、-a)U似 (b)}

となる．ここで入拿(b)は ーゆ(ro:入）=bの解である．さらに

が：＝
11s』|食
2訂 oF(S(ro))

と定義すると．入*(b)> 0 {b < b拿）， 入*(b*)= 0, 
d入＊

db 
（が）< 0, 入*(b)< 0 

{b >が）が成り立つ．

Proof. 畑Sr=F(S(ro))8roより Sr<0 (¥/r > 0)である．したがって

入＞ーaであれば(7.6)より 心(r:入）< 0 (vr > 0)でありまた 1ゆ(ro:入）1

は入に関して単調減少で limIゆ(ro;入）I= oである．実際ゅ:;(r)=ゆ(r;ふ）
A→00 

として，(7.6)より (Ln-,¥1)(剌ーあ）＝（入1ーふ）ゆ2となるから i入1<入2

ならば(Lnーふ）（妬 ーあ） > 0. したがって V'I(r) <あ(r)となるが
叱(r)< 0よりこれは 1妬(r)I>田(r)Iを示している．
以上より任意の b> 0に対して 一ゆ(ro;入）=Iル(ro;入）l=bとなる

入＝入・(b)がただ一つ定まるただし b>I心(ro;-a-)1なる bに対しては
入*(b)= -aと定めることとする．
また(7.7)において入=0とおくことにより． 一ゆ(ro:0) = Iゆ(ro;0)1 = b* 
となる． これは入拿(b*)= 0, 入拿(b)< 0 (b > b*), 入*(b)> 0 (b < b*)を示し

ている．

最後に (7.7)で入が実数であることを考慮して両辺入で微分し入=0

とおくことにより

0 = (LnゆO,ゆo)n + 21rro8入ゆ(ro;O)F(S(ro)) 

を得る．ただし ゆo(r)=心(r;0)である．よって

8沖(ro;0) = -(L砂0,ゆo〉Rー、一、、、 >0

\1(「も く） ／＼〗 1 

~ 
'--~ 



となる．一ゆ{ro;入*(b))= bより

d-¥* 
ー (bり＝

1 1 
- =-

db 
<0 

81も(ro:入*(b拿）） 8A-ip(ro; 0) 

となり証明できた

(7.3)において b:= 
1 

1rro/3II"(S(ro))I 
であったから

） 

1 
b =~ がぐ⇒ => b*⇔ /3 =~ が：＝

1 

吋 o/3lf'(S(ro))I < 

となり．例えぱ3を分岐パラメータと考えることにより

入・(/3)< 0 (/3 < /3*). 入*(/3*)= 0. 入*(.3) > 0 (/3 > /3り

ー

となる．

が：＝
11s』|沿
21rroF(S(ro)) 

であったことを考麿すると.f3以外には椋脳の供給項 Fの係数を変えれ
ば.b*が変化することからやはり不安定化を起こすことができると考え

られる．

実際 F(c)=Jo> 0 (定数）とおくと S(r)の定義式 (7.4)より S(r)= 

foSo(r). So(r)は (7.4)において F= 1としたときの解と表されるこ
の場合

b= 1 が=Jollaぷall危
訂 o/3lf'(Ji硲o(ro))I' 2nro

となるから仮に lr'(JoSo(ro))Iが loに関してあまり変化しないと考え
れば loが大きくなるとがも大きくなり，不安定化すると考えられる．



7.2 樟脳片のドリフト分岐

前節より，b= b*において定常スポット解 S(r)(r=~ りが不安
定化することがわかった．この節では元の問題 (7.2)に戻って、不安定化

に関わる特異点の構造を調べる．

(7.2)を定常スポット解 S(r):= (0. S(r))の周りで線形化した作用索L

は(7.2)の解 (P,c)を考庖して

£,I,= L (:) = ( /lf'(S(ro))[noふ(ro)q+ !.Bo如dsJ
(d△ -a+ F'(S)H)<t, + F(S(ro))<lo&〈e(O),q〉)

for (q, </>) E R2 x H2(Rり．ただしH= H(ro -r). e(0) := t(cos0,sin0) 

であり極座標 x= (x. y) = re(0)で考えている．
周有値問題 L<J>=坤を考える．まず連続スペクトルは (-oo.-o]で

あることに注意して 入`(j(-oo, -o]となる固有値のみ考える また平行
移動の自由度がある，すなわち VpE R2に対して(P,S(lx-PI))も定常ス

ポット解となる ことから <I>1:=し(-ei,Srcos0)と<I>2:= 1 (-e2, Sr sin 0) 

はL叱=0を涵たす．ここで 釘：= t(l, 0)、e2:= L(O. l)である．
今 q= (q1.q2). </>(r.0) = 1/J(r) (e(0),q〉とおいて、同有値問題 L<J>= 

入0に代入すると

L (q) = ( /Jf'(S(ro))[,croふ(ro)q+呻(ro)q))=入(q
q, {L砂+F(S(ro))<l(ro -r))〈e(O).q〉ル〈e(O),q〉)

となるから第2式より ゅ＝祝・:入)： = -F(S(ro))(Ln — 入）ー Itlroとなり，
これを第1式に代入することにより，bを補題 7.1で定義された量として．

r(ro) +ゆ(ro)= —入b を得る ． すなわち入が L の固有値であるための必

要十分条件は

(7.8) ゆ=;f(入）＝ーF(S(ro))(Lnー入）ー1ふ。， 入b+ Sr(ro) + ;f(ro) = 0 



である.(7.8)の第1式とiとの内梢をとって
～ 

(7.9) -21rroF(S(ro))ゆ(ro)= (Lnf j〉R―入11;p11食

また ふ との内禎をとって

入 〈 ~,Sr 〉 R = (£ 贔 Sr〉R+ 21rroF(S(ro))Sr(ro) 

であるが，補題 7.2にあるように伍Sr=F(S(ro))ふ。 より

(Ln巫Sr〉R= ({f,Lnふ〉R= F(S(ro))・21rroj(ro) 

となるよって

(7.10) 入(¢,ふ〉R= 21rroF (S(ro)){~(ro) + Sr(ro)} 

を得る.(7.10)に(7.8)第2式を代入することにより

(7.11) 入{(fSr〉n+2訂 oF(S(ro))b}= 0 

となる．

※ (7.11)より入ナ0ならば

(7.12) （屈，S,.〉n+2訂 oF(S(ro))b= 0 

でなく てはならない特に 〈品，Sr〉RERでなくてはならないこれよ

り入ERである． ※※ 

入＞ーaならばSr<0. 屈(r:入）> 0, ¢{r; 入）は入に関して単謂減少など
より，-〈ゆ（•；入）.Sr〉Rは入に関して単調減少である．ー（心{・;-a}.Sr〉n<
21rroF(S(ro}}bならば沢 b)= -aと定めることにしてー（祝・；入）.Sr~ 〉n=
21rroF(S(ro))bを粒たす一意の解を,,¥*(b)と定義する．このとき特に入拿(b*)= 

0となる． 実際.'i/J(r;0) = -Srより b= b* = 
IISrll沿
21rroF(S(ro)) 

のとき (7.12}

が禍たされることがわかる．



同様に ， ~(b) < 0 for b > b*. ~(b) > 0 for b <がが示される．
最後に b= b*のとき、 Lがどのようになっているか調べようまず
(7.8)より L<I?= 0ならば</>(r,0) =品(r;0) (e(0). q〉の形でなくてはな
らないことがわかるから，"bに対して

I< erL = span{釘動｝

であることに注意しておく ．

<Do:=一(Ln)-1ふ と定義するまた

IV 1 (r, 0) := r(o, 伽(r)cos0).IV2{r,0) := r(o. 伽(r)sin 0) 

と定義する．

Lemma 7.4. b = b*のとき4>1:= t(-e1,Srcos0), 動：= r(-e2ふ sin0). 

如(r、0):= r(o. 如(r)cos0). 動(r,0) :=し(0.如(r)sin0)

に対して

L<I?1 = L<I?2 = 0, L叱＝一<l?1.L¥Jl2 =—<T:>2 

が成立する．

Outline of Proof. 叱を Lに代入すると

凡 = L ( 伽(r~cos 。 )＝（即(S(ro):;二::f"O cos0nds) 
_ ( {3f'(S(: ゚塁？。~;)"roe, ) 

ここで、 (7.6)などより伽(r)=ゆ(r:0)であるから，如(ro)=ゆ(ro:0) = 
-Iゆ(ro;0)1 =ーが（補題 7.3の証明参照） となる．したがって

餌'(S(ro))</>o(ro)1rro= -/3r'(S(ro))が訂0

う・



であるが

b= 1 
1rrofilr'(S(ro))I 

=b拿

より r冬 0を考慮して
1 = 1rrofilr'(S(ro))lb* = -1rrot,r'(S(ro))b* 

となり L叱 ＝し(e1,-Srcos0) = -<I>1を得る．他も同様である. I 

同様に共役作用索 L*について考える．

玲 =L (:) = ( /Jf'(S(ro))訂 oふ(ro)q+ F(S(ro)) J.., 如ds
(d△ -c, + F'(S)H),j, +餌'(S(ro))des,(e(O), q〉)

for <I>= (q.</>) E R2 xが(Rり となり． 以下の補題を得る．

Lenuna 7.5. 

釘(r,O)= (一ご喜巳心；I) , ~;(r. 0) = ( ~ 忍亭i,り）
および

軒(r0) = ( 
叩 F(S(ro)) aoF(S(ro)) 
，，l''(S(ro)) e1 

(-a硲 (r)+伽(,・))cos。)、w;(r,O)c= ( 即(S(...,))e, (-a。ふ(r)+伽(r))s;n。)、
II伽II沿

ao := 
(Sげo〉R

．このとき.L*が ＝] 0とL*『 ＝］ ーが．および次の規格］ 

化が成り立つ：

〈叱.<I> j〉ぃ＝（も町）L'2 = 0, 〈も叩〉L2=〈 叱． 町 〉ぃ= ~〈S'.伽〉R> 0. 
叱ともは jf-kのとき呪．％と直交している．



7.3 進行スポット解

前節で bが b*を横切るとき Lのゼロ固有値がJordann型に縮退する

ことを示したが，以降はf3を分岐パラメータと考え．がに対応する gを

が：＝
1 

訂 olf'(S(ro))lb拿
とするのは7.1節と同様である．このとき

頌） < 0 ({3 < {3*). A⑬)  = 0. A*(/3) > 0 (/3 > fr) 

であった

S(x; P) := (P. S(xー P)),Let M := {S(・-P;P); P E Rりand
U(パ P):= S(y; P) +砂(y)+砂(y)((= ((心））• Define E := 
, pan{S1. S2, 叱．％｝皿dthe orthogonal space£.L := {v; (v. ~j)i2 = 
（心）i2 = 0 (j = 1,2)}. Then, u = (u,P)T in the neighborhood of M 

is uniquely represented by u = U(x-P; (. P) + (v(エーP),q)for PE R2 
and v = (v(y), q)'I'E E.L by a standard manner. 
By /3 =が十Tf.(7.1) becomes 

(7.13) { :(y. t) = D△ c-oc+ F(c)H(ro-ly-ql) + P・ ▽ c. 

盃(P+ q) = {3* k,o r(c(q + y))ds + T/ l.。r(c(q+ y))ds 
for y = x -PE fl and t E (0, oo), which we write as 

(7.14) 叫 = Ao(u) + TJGや）+ G2(c, P), 

where u = (c(x -P, t). P + q)T 

u = (パq)' ・ (p.▽ C) 
G2(c, P) := •゚ 

(D△ c -ac + F(c)H(ro -IY -qi)) 
Ao(t,) := かfoeor(c(q + y))ds ' 

叫：= (f8Bo r(c(: + y))cls)・ 



By the representation of u = U(y; (, P)+v、vithv = (v(y. t), q) EE占
(7.14) becomes 

功 = L。v+Lo(砂 ＋砂 ）一（砂 ＋砂 ）＋；ぶ(S)(砂 ＋砂 ＋叫＋・・・
＋約 (U+v) + G2(U, P) -(0, Pf+  G2(v. P) 

= L。V - ((ふ ＋くふ ）一（砂 ＋砂 ）+ iA~(S)(砂 ＋（ふ ＋妍 ＋ ・ ・ ・
＋約 (U+v) +pふ ＋夜S2+〇（砂 +(ふ.P) + G2(v, P)、

where Lo= A0(S) and P = (p直 ）T. Thus. all th e nccess釘 yproperties 

of the equation for v ai・c satisfied together with the property of L。,as in 
Lemma??, so that we can apply the results of [11]. As a consequence. 

we have the following results corresponding to Theorem 2.2 in [11): 

Lemma 7.6. P(t) andく(t)=約(t)し(t))sati.sfy 

(7.15) { p = (+ 0(1(1'+ 1~1i), 
(=墨 w+ 0(1(ド+11112) 

as long as J(I <ぐ and1111 <がforpositive constantsぐandが.where 
1 1 

W = W(() := -J¥111(14 + -J¥12111(12. Al1 and J¥12 are given by 
4 2 

軌 ：= 2 (-~{/ro rF111(S(r)渇(r)S小）dr -r'"(So) </>~(ro)F(S。) ｝
(S', 如 8。且゚rF''(S(r)恥(r)(Vi(r)+抄(r))S,(~;~)
＋ 
r"(So)F(S。)</>o{ro) 1 

4f'{S。)
(Vi (ro) +―町 (ro))
2 

l 万［ (゚2r馴 {r)+r訊 (r)+ 2凱 (r))Sr(r)d1、)．
Ah := 

伽{ro)F(So)

/3"'(8', 伽）R. 



where Vi (r) and町(r)are the solutions of 

(7.16) -LiVi 

(7.17) -L危W1

!(邸o-tF''(S(r))H(ro -, ー）蒻 + ~q>o(,ぅ）．
-(邸o--F"(S(r))H(ro -r)</>5 --1 2 2 r伽(r))

respectively and L符：＝ーn(品+ ¼羞—翌） ー F'(S(r))H(ro-r) + a. 

Proof. The proof is b邸 icaJlythe same as that for Theorem 2.2 in~\'2 
We simply show that the constants M1 and J¥12 are印venby the above 

equation ... 

First, we shall consider M1. From (7.15), we have 

(1 =-J\!1ば ＋ （訳— AJ.如+h.o.t. 

Thus. J¥J I is the coefficient of (? and (約 Accordingto the proof of 
Theorem 2.2 ([11]), (? and (J(1 are derived from 

(7.18) 

(7.19) 

(7.20) 

1 
-(A~'(S}((ふ +(2'112)3町 ）区
6 

(A~(S }((1'111}((fv1 ), <I>t)i2, 

-(8匹 1,叫）L2 

where the function v1 is defined by 

1 
-Lv1 = -A訳(S)叫+a訊 1・
2 

First. we consider the coefficient C? in (7.18), that is, 

1 

6 
-(A~' (S)叫 <I>j) び・
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ro f"'{So) 
J¥l[ := J rF"'(S(r))</>g(r)S'(r)dr - </>g(ro)F(So). 。 f'{S。)

Nex1;, consider (7.19). that i 

(7.21) (A~(S )'11 1· 叫が）L2-

This requires the calcuJation of Vt. Since the equation of v, is written for 

Vt= (v,q) 

Lv, = ((D△ -a+ F'(S(r))H(ro -r)v + F(So)O(ro -r)e(0) -q 
灯 '(S0)[1rr0S'q+ j呵

C,0 
.') 

） 
sm-0 1 

{cos2 08池oー伽）＋ーF1'(S(r))H(ro-r) cos2鱗(r)ー ( ½;•F"(So)) cos'畷(r)ds
( sin20 /~ 

） 
_ (cos20~ ふ+ r 伽）一う:'(S(r))H(ro-r)cos2咽(r)). 

v, = (V,(r) +cos201V1(r)) 

゜
satisfies the above equation of v1 together 

with Vt E E.l if V1皿 dW1 are defined by (7.16) and (7.17). Substituting 



v1 of this form into (7.21). we have 

(A忠(S)叱・叫 4>7)L2= 1rMt, 

where 

ro 1 
閲：= Jデ (S(r))伽(r)(Vi(r)+-1¥/i(r))S'(r)dr 。 2

f"(So)F(So)</>o(ro) 1 

叩 (So)
(Vi(ro) + -11/i(ro)). 
2 

FinaJly, we obtain (7.20). Since 

紐 ~ cos O恥+~紐 ~ ( cosOaぷ + cos Ocos ~ a,w, -,,;"',""'°IV,)、

(7.20) is calculated as 

1 ro 
叩¥If":=-(8四 I・釘）L2 = -27f 1 (2r砧 (r)+戌凱(r)+2叫 (r))ふ(r)dr.

1 3 
Thus, the coefficient of (? is given by -・-1rAI; 十 社 I;'+社 I:"=

6 4 
1 1 
11(でAI;+ 1\l~' + Mt). Since {叱,<I>j)1.,2 = -1r(S', </>o)n from Lemmas7.4, 

2 
2 1 

7.5. !II1 is given by AI1 = - (0ル1;+Mt+ Mt). which is used in 
(S', </>o)n 

this lemma. 

Similru・ly, J¥h is given by 

2 
砧 ＝一 (G'l(S)も 0加
(S', </>o)n 

which proves this lemma. 口



Remark 7.1. By Lemma 7.6, (denotes the defonnation of solution c 

from the radially symmetric solution S(y) as well as the velocity of the 

camphor disc. beca匹 e(gives P for the location P(t). 

Remark 7.2. Here, 如(r)~0. and F(c)岱 positive. Hence. J¥h is a 

negative co困 tant.while the sign of J¥f1岱notfixed and depends on vario匹

factors. such as F, r, and. in particular, the radius of the camphor disc. 
ro. 

Remark 7.3. The negative sign of the constant l¥l2 and {7.15) implie 

that the radially symme伍cstationary solution S(x -P; P)岱 stablefor 

TJ < O{f; < 13•) and unstable for TJ > 0(/3 > {1拿）. whereas the sign of J¥!1 
detennines the direction of bifurcation. that is, super-critical bifurcation 

occurs when Al, > 0 and subぷ ticalbifurcation occurs when l¥l, < 0. 



III: ドリフト分岐点近傍における反射現象
Repulsive Interaction of Pulses

;ck k 分岐点 (ドリフト分岐点)

k
ck

Traveling pulses
Standing pulse S(x), even

線形化作用素

Ut == Duxx + F(u) + ryg(u) (== F(u; kc+ ry)) -oo < X < 00 

-£(u) + ryg(u) u E賊N,D == diag{ d1, ・ ・ ・, d叶1

八
L==D尻+F'(S(x); kc) 
L ==£'(S), LSx == 0, Lヨ1/J== -Sx 

w == a(q; TJ) EX  1_ s.t. llall 凶 ~0(が+ ITJl3;2) 

u(t,x) == S(x -p) + q炉(X-p) + q2 ((X -p) + TJ〈(x-p) + CY(q; TJ)(x -p) 



Repulsive Interaction of Pulses

1p 2p

h

2
1 1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t x S x p q x p q x p x p

S x p q x p q x p x p

  

  

       

        

u

v
3 3 2

1 2( )O q q     v

| |Rem. ( ) ( ) ( )x hS x e h O e    a

o = o(h) := sup 1£(S(x) + S(x -h)) 
xER 
c5(h)→ 0 ash→ oo (£(S(x))三0)



2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

2

( ) ( )

x x x x

x x t

p S q p q q q q p p

p h S x h p

          

     v v

     

 

1 2( , ), ,t t x x p x x p x h    u

1Equations of ,  and jq h p

こ
(}1 ==〈£(S(x)+ S(x -h)), cp*〉-M況+M咽 1

+O(q{ +砂+r,3/2十炉）

REM. S(x)→ e―alxla⇒ (£(S(x) + S(x -h))ぶ）NM。e―ah



(£ 
．，
 
'‘
 ‘,! 

如―ah.+ 0(,..-・-rh ヨ’‘‘ ， .> 
を示す.</>o(h) =が+0(8)とIC(S(z)+ S(z -h))Iさ0(8)より

〈C(S(z)+ S(z -h))的(h)〉2

=〈C(S(z)+ S(z -h))が〉2+O(炉）

=〈 {F(S(z)+ S(z -h)) -F(S(z)) -F(S(z -h)). が(z)〉2+O(炉）

= J ½h<F (S(z)+ S(z -h)) -F(S(z)) -F(S(z -h)), が(z)〉dz
-o 

+J 〈F(S(z)+ S(z -h)) -F(S(z)) -F(S(z -h))が(z)〉dz+O(炉）

= 1:: {F'(S{z)) -F'(O))S(z -h), ダ{z)〉dz+/1'O{e―,. に一•I · e―*)dz
/00 {F'{S{z -h)) -F'(O))S(z)が(z)〉dz+r -;(e―''*I・e - ••1)dz + 0(炉）
抄 ½h

= J枠({F'(S(z))-F1(0)}S(z -h)が(z)〉dz

＋ー］一{F'(S(z-h)) -F'(O))S(z)が(z)〉dz+O(e舟"')+ 0(炉）
½h 

= J ½h ({F'(S(z)) -F'(O)}e-a(h-zla, が(z)〉dz
-o 

+ r O(e―2o1z-hl . e―2呵dz+O(e―-yh) 
枠

= e―ah 1th〈{F'(S(z))-F'(O)}e戸 (z)〉dz+O(e呵



ここで aが

o? Da + F1(0)a = 0 

を粒たすことから

D(e0za)zz + F'(O){炉 a)=0 

が成立しているこれを上記の式に代入することにより

合h
（与式）= e-ah J 〈F'(S(z))e賓 ＋噂（炉a)が(z)〉dz+O(e―-rh) 

-o 

令h

_ e-ah J {〈e02a.t F'(S(z))が(z)〉＋〈e02a.D露 (z)〉}dz D8賢 +t F'(S(z))が=0
-oo 

lh 
+e-o.h [(D(eo.za)z, </J*(z)〉-(D(e11=a)1 8z</>*(z) >}~oo+ O(e―'Yh) 

- 0 + e-ah{〈a炉 Da.e―咋＊〉ー (De02a,(-o-)e―QZが 〉L=~h+ O(e→り
- 2a〈Da.a*〉e―ah+O(e―1h) 

となり証明できた ー



Simple case(symmetric case)

3 2
1 2 0

pq M q M q M e     

2
0

pp q M e   

p

2p

p

p

q

1p 2p

h

k
ck

ck k  
Pl 

ql 

P2 

q2 

＇ 

八 "—‘ 
I I. ~ 

Q1一豆。e―a(p2-p1),
-M喧+M鵡 1-Mi。€―a(p2-pi), 

Q2 + Afi。e―a(p2-P1),
-M心+M尋 +Mi。e―a(p2-p1),
P2 = P, Pl = -p, Q2 = Q1 = Q 

會

M1, M戸 0
----

M。>o, M。>0

1} > 0 

":'. : …r---: . 
-11-l f ¥ 

疇ヽ・-
. 11.~ 

.11_¥i 
-r.
 

111 1,; lll 2$ .~I I 
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Interaction of traveling spots

2P

1P

Assume 1
( ) ( | | ),rS x e r x

r
    Na a R

Define 2

1 1 2 2 1 2

( ; ): ( ) ( ) ( )

1
( ): | ( ( ; )) | ( ) ( | |)
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Special Cases
• On a line

(E. Mimura, Nagayama 02)

• Neuman boundary

(Matsumoto 02)
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Drift bifurcation of 
traveling pulse, spot

Pitch-fork type bifurcation
diagram of pulses, spots

1D reflec.

2D reflec.
k

ck

Example of 2D reflecting traveling spot 

c.f. フロント解のドリフト分岐 [17]
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Experiment for camphor disk
By Kanda (02, Hiroshima Univ.)

k
ck

= 1/(content rate of camphor)

Recorded by the video camera 
at A and monitored by the 
display at B to produce a 

movie.

A trajectory of a camphor
disk of an experiment

Camphor disk problem  is 
a nice example both from
models and phenomena !

妙

t=9 

t=12 

t=15 

円板樟脳の観察2(純度の高いとき）
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Camphor Layer Model(樟脳)
• Nagayama et.al.00
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Moving boundary (MB) model for camphor disk

water

air

・P

Chen, E, Mimura 2009

First rigorous result 
for drift bifurcation and 2D reflection

k
ck

MB model which can be rigorously treated.

文献[1]
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Special Cases
• On a line

(E. Mimura, Nagayama 02)

• Neuman boundary

(Matsumoto 02)
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Dynamics of ODE

( )T 
(?)

( )









 

Meaning?
Mimura et.al

difference from usual billiard problem ?

V

P P == (p, q), V == ((, ~), P* == (p, -q), V* == ((, —~) 

¥、'--,,,,、＼、_________________________.,. 

---------,,,- -------

戸；-
へ、、

.p
 .q•V.

¢‘ 

ふ
(+ M,。 €―2aq
冨 '
-(M叶V已+M四）し

嶋-(M叶Vl2+M疇+ e―2aq, 
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Dynamics in a square region

Mimura sensei discovered 
the stable limit cycle 
c.f. Billiard problem
(Generically the region is 
densely filled by orbits)



Experiment in Hiroshima 
by Mimura and Lab. students 2002



Complicated motions of camphor disk

a
b

4. Y. Kanda. Experiments and numerical analyses for motions of a camphor disk(in Japanese). Bachelor thesis, Hiroshima University, 2002. 
5. M. Mimura, T. Miyaji, and I. Ohnishi, A billiard problem in nonlinear and nonequilibrium systems, Hiroshima Math. J. 37(2007) 343–384. 
6. S. Nakata, Y. Iguchi, S. Ose, M. Kuboyama, T. Ishii, and K. Yoshikawa. Self-rotation of a camphor scraping on water: new insight into the old problem. Langmuir 13 (1997) 4454–
4458. 
7. S. Nakata et al.(eds.) Self-organized Motion: Physicochemical Design based on Nonlinear Dynamics, Royal Society of Chemistry, 2019. 
8. U. A. Rozikov, An Introduction to Mathematical Billiards, World Scientific, New Jersey, 2019 
9. N. J Suematsu and S. Nakata, Evolution of Self-Propelled Objects: From the Viewpoint of Nonlinear Science, Chemistry–A European Journal 24 (2018) 6308–6324. 
10. T. Vicsek et al., Novel type of phase transition in a system of self-driven particles, Phys. Rev. Lett. 75 (1995) 1226. 11. T. Vicsek and A. Zafeiris, Collective motion, Phys. Rep. 517 
(2012) 71–140
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Limiting problem 
by considering sufficiently large region
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*( )n n  

...... 



4* ( *),

* ( *, *)

T

x G x

 





4
1

1

( )

( , )
n n

n n n

T

x G x

 






 




If ,  then for  near 

| ( , )

*,

holds for 

(

( , ) | | |

0 .

)

1

G x G y q x y

T

q


  


 




 






*, * ( )n nx x n    

Prop.

*

*
*

*

*x

Unique existence of stable limit cycle

Suppose        is stable.    

2



2



*D 
匹 0*
If a> /3 == T(a), then for 0 near伊，
I G(B,x)-G(B,y) I印qlx-yl

holds for O<q<I . 

... 

... 

20 

15 

>.10 。
0

5

0

5

 

2

l

l

 

A
 

0 0 
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 

• • 
" • 1.9 T,.j<<tnriロor如こ血,.,如...,.,_.,, .... 叫町""""'00"'匹. t.,1>0~ • ~
lo'. しgは9ふ,.,~ヽ ~ ,.. 



( )T 



 


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
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Remained problems

 

MB model
ODE

particle model

?

4
1 ( )n nT  

2



2



*
Numerically true (Mimura et.al.)

?

15. Ei, Masayasu Mimura and T. Miyaji, Reflection of a self-propelling rigid disk from a boundary, DCDS-A 2021, 14(3): 803-817  
Special issue on recent topics in material, computer and life sciences. doi: 10.3934/dcdss.2020229

unsatisfactory
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Discrete time model

? Stability of
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V

P

k
ck

 

(E)

(BC)

---,,,、 P~
---―-

_____ .,. 
---- ---------------

------------------
✓ 
----ふp = (, 、.. ―---

P* q = ~+ M。e―2aq
冨 '

(=  -(M叶Vド+M四）＜， ..... 
~=一(M叶Vド +M疇+ M6 e―2aq 

冨 '
V == re(0) 

e(0) = (~~::) 
(q,(,~) • (q,r,0) 

瓜墾~(q(t),r(t), 0(t)) == (+oo, 

(p, q)..: _v = (〈ぶ， P*
〔

--
C 

q
 

r
 

゜

k =kc+ rJ 
M。

rsin0十―2aq
冨
e 

M6 sin0 
-(M1戸+M四）r+ e―2aq, 

” 叫 os0
e -2aq 

r冨 0_oo = a > 0, B+oo = (3 > 0 

v士oo=V:e(士〇土oo)-M四

M1 
，士0士CX))

((, -() 

a 

1. For 0 _CX) E [O, 1r /2], ヨ10 +CX) E [O, 1r /2] satisfying (E) and (BC). 
2. If 0_CX) -/= 1r /2, q changes its sign from negative to positive just once. 
3. If M。=0, 0_CX)ミ0+CX)with equality only if 0_CX) = 0 or 1r /2. 



Relation between real phenomena and models

MB model

ODE
particle model

n

2'3'

4'
1n 

1nx  nx

Discrete time model

k
ck

drift bifurcation

Real phenomena

more realistic but 
complicated models
(can not be analyzed,

many black boxes)

+

check experimentally

?
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実験との融合
実際の現象をより忠実に再現するためには

モデル方程式の多変数化, 関数形の複雑化
実験で何が確認できるか.

物理現象: かなり詳細に計測可能
化学反応: 低分子ではかなり詳細に, 

高分子では定性的性質くらい
生命系:   On-Offの効果, 単調性くらい

生命系, あるいはそれに近い系: 定性的性質のみ仮定
・具体的な関数形を仮定できない
・ブラックボックスのまま扱う
・必要な変数の数も不明瞭
・・・・・・・・・・・・・

現象でも確かに起きていることは
ないか ?

忠実な再現は困難

:
 

ニニニ



models with black boxes

u ; density of camphor expanding to water

Rely on parts according to physical law

Corresponding to high molecular parts:

Generalize to vector values and treat as black box

k
ck

drift bifurcation

+
particle model

drift bifurcation

generalization with black boxes

{ dP Ja 面）ndl, dt NC 

Ut △ u-u+f(x,P), 

i 
{ dP J&nc 'Yi(U)ndl, ｝ dt 
Ut D△ U+Fi。(U)+凡(x,P), ｝ 

uER⇒ UER凡D:= diag{d1, ・ ・ ・, 心｝，山＞〇

P = (, particle model 
— ¢ ＋ M。-2aq 
q -、冨 e ， 
〈= -(M叶Vド+M疇 ，

~ = -(M1 IVド+ M疇 + 忍嶋 e―2aq, 



例:樟脳(camphor)モデル

P ・

water

air

u ; 水中に展開した樟脳の濃度

Iida, Kitahata, Nagayama 13

物理法則に基づく部分は採用

化学反応系と考えられる部分は
ブラックボックス化して一般形に

樟脳片がない場合のゼロ解の大域的吸引性だけ仮定:実験により検証可能?

忍 〇 '誓=j 11(u)ndl, !(→ " 0c)~ Jo, 
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ブラックボックス部分の仮定

樟脳片が固定された場合の定常解の線形安定性だけ仮定: 実験により検証可能?

P ・

U ; 水中に展開・昇華する樟脳に関連する項

仮定:

dP 
亙=J 11(U)ndl, 
誓＝［：：訊2(U)(rx n)dl, 
Ut = D△ U+Fi。(U)+凡(x,P, 8), 

D 
Ut =D△ U+F;。(U)+F心，0,0) 
ョS(x)s.t. 0 = D△ S+F;。(S)+ F1 (x, 0, 0) 
L:=D△ + F6(S) C5(L) c { Re(入） ＜ー,to}(五0> 0) 

D, 
U(t, X)→ S(x) (t→ oo) 



樟脳 Part II

P ・

微小変形

dP-dtdo-dtut 

j "f 1 (U)ndl, 
Inc "12(U)(r X n)dl, 
anc 
D△ U+Fi。(U)+凡(x,P, 8), 

If,1 and ,2 are sufficiently small, the camphor tip is asymptotically stable. 

恥 ：= {roe(0)} 

じ：= {(ro + ch(0))e(0)} 
O<cくく 1,h(0) = cosm0 

（）
ー

h=IHI 
H = P2 -P1 

羞3=7he―ah心 sinm三0
刀―

Nmく 0(Nm>  0)⇒三→ 0 (土ー） as t→OO 
m 



Equation of interaction

Theorem

Circle with radius r0

Note:

a33飢＝〈L忍呪〉2

dB C 
-=―e―ah心 sinmS + O(s2) 
dt ⑮ 

h= IHI 
H = P2 -P1 

00 27r 

Nm := -j j r〈co,{F~(S。 (r)) -F; 訓}(~(r) 〉 earcos 0 cos m0d0dr 
0 0 

21r 

-mr0〈Co,分(~。 (ro)) 〉 J げ0 cose cosm0d0 

゜
r。:={roe(0)} 

じ：= {(ro + r::cosm0)e(0)} 



Motion of Interaction

・

・

appears in
Note:

m = 2
(ellipse)

Prop.

then

Apsis or minor axis

Ex.

m次の第1種変形ベッセル関数
E. Nagayama, Kitahata, Koyano 2018

dB E 
-=  e―ahN ・＝
dt 0i 

m Slll ffi1--1 

8 = 82 -81 
0(召）

N c2 

ミ
Nmく 0,Nm> 0 

三→ 0, 士エ
m 

冗―

二二〉 三→ 0, 士一
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dP __ (iYP, 八
IPz 

dt = J 11(u)ndl, 
d8 狐

五=J叫）(r x n)dl, 
叩 c

叫＝△u -u + f (x, P, e), 

［心=2土 (aro)> 0, 己→~J 



Motion of interaction : Mode 2

・

・

appears in
Note:

m = 2
(ellipse)

minor axis

d三 e
- ==―e―ah凡 sin2三
dt yh 

じ：= { (ro + E cos 20) e (0)} 
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Motion of interaction : Mode 3

m = 3

d三 e
-=―e―ah凡 sin3己
dt vlfi 二
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Repulsive interaction

repulsive

Fix centers

experiment

h=IHI 
H = P2 -P1 

r
 

dP 
五 =J r,(u)ndl, 
d8 ぬ c

五=J'Y2位）(r x n)dl, 
anc 

—• u -u + f (x, P, 8), Ut 

ヽ
c===) rl == 0 



Experiment
実験内容

＊楕円形樟脳粒を水に1つ浮かべて
自発回転しないことを確認

＊楕円形樟脳粒を純水に2つ浮かべて 樟脳ろ紙同士の距離の変更は

向きの時間変化を観察 軸の位置を変化させることで実現

楕円形樟脳粒同士の重心間距離を変化させて、

向きの揃う様子を観察

楕円形樟脳粒を適当な向きに固定しておいて、

離したあとの様子を観察（安定性のチェック）



楕円形の樟脳粒の作製

① 楕円形ろ紙に
樟脳メタノール溶液を
染み込ませる

② メタノールを揮発させる

樟脳も揮発していくが、
メタノールのほうが揮発が早い

③ 樟脳の染み込んだろ紙が完成！

6 3 mol/L 
八 樟脳メタノール溶液

取り出す

り＼ 翌度はり巴塁晶

ロ
こ



樟脳ろ紙の乾燥過程での重量変化

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 500 1000 1500 2000

時間（秒）

重
量

（
g）

メタノール＆
樟脳の揮発 樟脳の揮発

取り出す
↓

10分（600秒）
↓

0.02 

n
 

口



樟脳ろ紙を水面に浮かべた様子

３Dプリンタで作製

ろ紙の穴に軸を通して
重心位置を固定
（※回転は可能）

シャーレの直径：24 cm

ネオジム磁石

1"11 

“
 
遍

ロロ 園



実験系の構築

ネオジム磁
石

ネオジム磁石と鉄板が引き合うことで
３Dプリンタで作ったシステムが固定される

光源を上から当てると
水面でよく反射してしまうので、
反射板（白い紙）を介して照らす

ビデオカメラ

←反射板

闘
~ ~ 

鉄板



Check of the stationary state

Aspect 5:6
Aspect 3:4

Stationary

Self rotating

樟脳ろ紙が1つのとき

楕円のアスペクト比によって自発的に自転運動するかどうか決まる

口
摂動

real time 

1cm ロ＿ 
10 

゜

0

0

 
ー

(SfPl?J)~~

ijj 

3:4ー 5:6-

uO 
←角速度ゼロ；静止

←角速度一定；

一定角速度で自転

時間 (s) 60 



Interaction of two camphors

angle

time

楕円形樟脳粒の相互作用（重心間距離：30mm) 

冗

口

口

30mm real time 
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椅
琶
拓
中

120 

゜
冗/2 冗 O
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辺
角度も 冗



Check of the stability 1)

angle

time

Arbitral initial states 重心間距離：30mm 

安定性の確認1
固定 自由

一
適当な向きに固定しておいてから離す ＇ 

V I 0 2 -・---

Q:)N 

｀ CJ:)-叫2
髄

口
吼

゜ 時間 (s)
120 

固定 自由
叫2,..—--"----、

c::t:) I "' 

@] 量＼—y::J
~ 

憾

゜曲哀
蕊一冗/2

30mm real time 

゜ 時間(s)
120 



Check of  the stability 2)
Adding perturbation

angle

time

重心間距離：30mm 

安定性の確認2
冗

どちらか片方の粒子をつつく

ビ

口

.. J1 
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2
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-̀0

述
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30mm real time 
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＿こ憾
屡
g
↑

摂口動

時間 (s)

摂動 摂動
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120 

時間 (s) 120 
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